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RESUMO

A pesquisa pretende apresentar sugestões para a melhoria do ensino de números reais, mais especificamente abordando o tema de sua densidade, isto é, a existência de infinitos números reais entre dois números reais quaisquer. Várias pesquisas evidenciam dificuldades dos alunos na classificação de números racionais e irracionais, bem como do desconhecimento da propriedade da densidade do conjunto dos números reais. Tal fato corrobora para a pertinência da pesquisa. Será que os alunos do Ensino Médio são capazes de incorporar a propriedade da densidade dos números reais, através de questões simples que serão trabalhadas com seus professores? Os professores são capazes de apreender o conceito de densidade e serão motivados a contribuir com o instrumento para viabilizar a aplicação aos seus alunos? Este trabalho procura responder esta última questão e para tal foi realizada uma intervenção por meio da elaboração, aplicação e análise de uma seqüência de ensino, composta por dez atividades, embasada na Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Raymond Duval. A elaboração da seqüência de ensino foi fundamentada em princípios da Engenharia Didática de Michèle Artigue. O público alvo foi o professor do Ensino Médio. Apesar de constatar  envolvimento e crescimento dos participantes, algumas dificuldades identificadas nas pesquisas ainda persistem como por exemplo a associação da representação infinita com irracionalidade e o número racional como sendo somente aquele que tem representação finita. Alguns professores demonstraram a intenção de aplicar a seqüência aos seus alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Números reais, densidade, registro de representação, seqüência de ensino.

O conjunto dos números reais permeia a maioria dos conteúdos em Matemática, e mais especificamente a noção de densidade está presente por exemplo no estudo de limite, continuidade, derivada e integral de funções reais de variável real.

Esta pesquisa pretende apresentar sugestões para a melhoria do ensino de números reais abordando o tema de sua densidade, isto é, a existência de infinitos números reais entre dois números reais quaisquer. 

Dentre as construções do conjunto dos números reais, citaremos as principais idéias de três delas: axiomaticamente, pelos cortes de Dedekind e pelas seqüências de Cauchy, esta última elaborada por Cantor (1845-1918), verificando que o conjunto dos números reais é um corpo ordenado completo. As duas últimas construções partem do pressuposto de se conhecerem os números racionais. 

Pelo método axiomático é apresentado um conjunto munido de duas operações satisfazendo propriedades, definindo corpo, depois define-se a relação de ordem compatível com as propriedades de corpo e por fim, o axioma do supremo que torna o corpo ordenado também completo.

A construção pela Teoria de Cortes de Dedekind define número real por meio do conceito de corte. Parte da constatação de que um ponto P reparte a reta em dois conjuntos de pontos, o conjunto E à esquerda de P, e o conjunto D à direita de P. Foi definido corte racional como sendo todo par (E,D) de conjuntos não-vazios de números racionais, cuja união é o conjunto dos números racionais, e tais que todo elemento de E é menor que todo elemento de D. Deste modo, todo corte possui elemento de separação que pode pertencer a E como sendo maior elemento deste conjunto ou pode pertencer a D como sendo seu menor elemento. Esta repartição garante que nenhum ponto escapa a ela. Assim, todo ponto P da reta produz nela um corte. Em seguida, definiu número real como sendo o elemento de separação das duas classes de um corte qualquer no conjunto dos números racionais: se existe um número racional a separar as duas classes, o número real coincidirá com esse número racional, se este número não for racional se chamará irracional.

No método de construção por seqüências de Cauchy, ou seqüência elementar, após a determinação de seus elementos, é definida relação de equivalência e classe de equivalência, depois duas operações que são independentes dos elementos representantes de classe escolhidos, em seguida é mostrado que os resultados das operações continuam sendo elementos do conjunto inicial. Estas duas operações neste conjunto satisfazem as propriedades para comporem um corpo, depois é definida uma relação de ordem compatível com as operações estabelecidas mostrando assim, que o conjunto das classes de equivalência é um corpo ordenado. E por fim, pelo fato do conjunto assim construído tornar toda seqüência de Cauchy convergente equivale à completude do conjunto.

Várias pesquisas nacionais e internacionais evidenciam que muitas dificuldades dos alunos na aprendizagem de limites e continuidade de funções vêm da confusão na classificação de números reais, bem como do desconhecimento da propriedade da densidade deste conjunto. Algumas pesquisas também validam a confusão existente quanto às mesmas noções, existente entre os professores. Algumas pesquisas realizadas em Israel e na França, como por exemplo E. Fischbein, R. Jehiam, e D. Cohen, (1995); J.Robinet, (1993) e D. Tirosh, (1995) apontam certas dificuldades dos alunos em alguns conteúdos devido a falta de conhecimento a respeito dos números reais e suas propriedades, como por exemplo a noção da distinção entre números racionais e irracionais, e a noção de densidade. 

Duas pesquisas brasileiras foram inspiradas nas anteriores, a primeira de Igliori e Silva (2001) realizada com alunos iniciantes do curso de Ciências da Computação e com finalistas do curso de licenciatura em Matemática, concluiu o modelo de reta real não considera a propriedade da densidade. Alguns alunos definem número irracional como sendo infinito ou aquele que contém infinitos dígitos após a vírgula ou ainda as raízes. E definem número racional como sendo exato ou inteiro. A grande maioria dos entrevistados não identifica a igualdade entre 1,999... e 2. 

Em muitas investigações, se tem pedido aos estudantes universitários comparar os números 0,9999... e 1. A freqüência das respostas erradas bem como a força das convicções que nelas se manifestam, demonstra a dificuldade que existe para perceber a notação 0,9999... como algo diferente de um processo dinâmico que não se detém jamais, e (demonstra a dificuldade) para perceber mudada a designação de um número. (ARTIGUE
, 1995, p. 113). 

Nesta pesquisa, a maioria dos alunos identifica a existência de infinitos números racionais entre dois racionais mas não considera a existência de infinitos irracionais neste mesmo intervalo. Duas questões tinham o objetivo de avaliar o efeito do uso da calculadora no comportamento dos alunos sobre a relação entre um número e suas aproximações, e para alguns alunos um número e uma de suas aproximações pareceram ter o mesmo significado. ARTIGUE, citado por IGLIORI e SILVA, (2001, p. 40), afirma que
esta associação tende a ser reforçada pelo uso de calculadora [...] Do mesmo modo que para os estudantes,
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compreende categorias diferentes de números (os inteiros, as frações, os decimais, os números que se expressam com radicais e outros como 
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), todas estas categorias tendem a se confundir na associação entre número real e número decimal (com um número decimal reduzido).

Uma outra conclusão desta pesquisa foi que a comparação entre as concepções dos alunos franceses e israelenses com as dos brasileiros, quanto ao modelo concebido para a reta real, na comparação entre conjuntos infinitos, revelaram-se semelhantes. E o desempenho dos alunos iniciantes e finalistas manteve-se praticamente o mesmo.

Uma segunda pesquisa brasileira realizada por E. F. E. Soares, M. C. C. Ferreira e P. C. Moreira (1999) realizada com 84 alunos dos cursos de Matemática da UFMG e da UFSC identificou dificuldades na compreensão de uma série de conceitos ligados à estrutura dos reais como por exemplo o significado da incomensurabilidade de dois segmentos, o sentido e a necessidade dos irracionais. (SOARES, 1999, p. 99). Em ambas pesquisas foi identificada a existência da noção de que toda medida é expressa por um número racional. 

Algumas dissertações de Mestrado abordaram temas semelhantes ou próximos à nossa proposta como por exemplo a dissertação de M. S. Dias da PUC/SP foi baseada numa pesquisa diagnóstica a respeito do conceito de reta real junto a professores do Ensino Fundamental confirmou sua hipótese de que as concepções destes professores eram as mesmas concepções identificadas em pesquisas nacionais e internacionais realizada junto aos estudantes.

Tais pesquisas corroboram para a pertinência desta. Será que os alunos do Ensino Médio são capazes de incorporar a propriedade da densidade dos números reais, através de questões simples que serão trabalhadas com seus professores? Os professores são capazes de apreender o conceito de densidade e serão motivados a contribuir com o instrumento para viabilizar a aplicação aos seus alunos? Este trabalho procura responder esta última questão e para tal foi realizada uma intervenção por meio da elaboração, aplicação e análise de uma seqüência de ensino, composta por dez atividades, embasada na Teoria dos Registros de Representação Semiótica do psicólogo francês Raymond Duval.

Quanto à metodologia, foram utilizados alguns princípios da Engenharia Didática de Michèle Artigue: a elaboração e análise a priori da seqüência de ensino e a posterior análise comparativa com os dados colhidos. O público alvo foi um grupo de onze professores do Ensino Médio, da rede pública do Estado de São Paulo, que estava fazendo especialização, fato que supõe seu interesse pela melhoria do ensino. Tal escolha se deu pelo fato de o professor ser o multiplicador do conhecimento e assim poderá dispor de mais informações para ensinar a ensinar. 

O referencial teórico escolhido para alicerçar nossa pesquisa é a teoria dos Registros de Representação Semiótica de Raymond Duval. A questão que motivou o autor a desenvolver sua teoria cognitiva foi: Como se processa a aprendizagem?

Pelo fato de que a comunicação em Matemática somente ser possível e se estabelecer por meio de representações, já que os objetos matemáticos são abstratos, primeiramente é fundamental diferenciar o objeto de sua representação.  Esta não é o próprio objeto, e também não é suficiente para descrevê-lo, ou seja, uma representação não explica ou mostra o objeto na sua totalidade. Ela carrega o poder de substituir o objeto matemático. Por exemplo na representação de um plano por meio de um desenho de um paralelogramo, não se está evidenciando a sua não limitação, poderia se concluir que o plano é limitado ou que dois deles podem se interceptar em um único ponto, como sugere a seguinte figura: 


                              

Um registro de representação semiótica é um sistema de signos que tem por objetivo não somente a comunicação mas também o tratamento da informação e a objetivação. As representações semióticas são produções constituídas pelo uso de símbolos pertencendo a um sistema de representação que tem condições próprias de significado e de funcionamento (Duval, 1994, p.39). Duval tenta responder sua questão inicial propondo que, pelo fato de haver várias representações para um mesmo objeto, a sua apreensão efetiva é alcançada a partir do momento em que o aluno consegue passar e transitar de uma representação a outra utilizando os diferentes tipos de registros de representação: os registros numérico, algébrico, gráfico, geométrico ou da língua natural. A apreensão de um objeto matemático será facilitada a partir da articulação de no mínimo dois diferentes registros de representação deste objeto, bem como da habilidade em passar de um registro a outro. Há dois tipos de transformações de representações: O tratamento que é a transformação de uma representação no interior de um mesmo registro. E a conversão que se processa entre dois diferentes registros. Os registros são complementares e a realização de conversões possibilita a compreensão de vários aspectos de um mesmo objeto, pois cada representação é parcial. A conversão enfim, propicia a aquisição do conhecimento. A Teoria de Duval alicerça a nossa pesquisa na medida em que elaboramos uma seqüência de ensino para auxiliar o entendimento dos números reais, contemplando a distinção entre os números racionais e irracionais e evidenciando a propriedade da densidade deste conjunto. Buscamos elaborar questões que criam condições mais favoráveis para a apreensão da concepção do conjunto dos números reais, privilegiando as conversões entre os diferentes registros de representação, bem como desenvolvam a habilidade nos tratamentos das representações em cada um deles.

Como metodologia de investigação, a Engenharia Didática é um esquema experimental “baseado na concepção, realização, observação e análise de seqüências de ensino” (Artigue in Machado, 1999, p.199). Ela é composta por quatro fases com distinção temporal do processo experimental: As análises preliminares, a concepção e análise a priori das situações didáticas, a experimentação e a análise a posteriori e validação. E assim, confrontando-se as análises a priori (escolhas durante a elaboração da seqüência e expectativas quanto às respostas) e a posteriori (dados colhidos) validam-se ou não as hipóteses levantadas no início da Engenharia, sendo portanto uma validação essencialmente interna Os objetivos podem ser diversos, porém o principal é o de provocar, de maneira controlada, a evolução das concepções. 

A seqüência de ensino foi elaborada com dez atividades e atualmente a pesquisa encontra-se na fase de análise dos dados. Foram aplicadas em cinco sessões de duas horas da seguinte maneira: em duplas, às vezes também trios, sendo fornecida uma folha por participante, dois grupos foram gravados em áudio e houve além da pesquisadora, um observador que não interferiu e somente anotou comentários e discussões que julgou relevantes, às vezes observando um pouco cada um dos grupos e outras vezes observando apenas um deles. Após o término de resolução da primeira atividade, era entregue à pesquisadora um protocolo por grupo e distribuída, a pedido deles, a segunda atividade, e ao final desta última, era novamente recolhido um protocolo por grupo e iniciada a discussão. 

As duas primeiras atividades têm o caráter diagnóstico para confirmar ou não resultados de pesquisas anteriores, retomar critérios de classificação de números racionais e irracionais, iniciar a abordagem da propriedade da densidade e também têm o objetivo de direcionamento para a elaboração das atividades seguintes. A primeira delas foi elaborada com base na pesquisa de Igliori e Silva (2001) e é composta por quatro questões em que uma delas contempla a classificação dos seguintes números reais em racionais ou irracionais: 
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Com poucas exceções, a maioria classificou corretamente os números dados, uma resposta classificou o zero como sendo racional e irracional ao mesmo tempo, até hoje o zero causa confusões como no tempo que ainda não tinha estatuto de número. Dois grupos classificaram 3,1416 e um deles classificou 2,7182 como sendo irracional, provavelmente uma associação entre o número irracional e sua aproximação racional. A representação 
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 foi classificada como irracional por três grupos que converteram para a representação decimal, talvez tenha havido uma associação de número na representação decimal infinita com a infinitude. Não foi identificada a associação de número negativo com irracionalidade. Um grupo deixou em branco a classificação de 4,21222324... e outro deixou em branco a classificação de 4,212121... demonstrando a insegurança provavelmente por causa das reticências. As representações 
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 não suscitaram dúvidas apesar de poderem ser associados a uma representação de um número racional.

A segunda questão: “Explique o critério de classificação que você usou para tomar a decisão” gerou uma maior riqueza dos resultados. Nenhum grupo respondeu de forma completa e em duas respostas faltava a especificação da natureza do numerador e do denominador. E em nenhuma delas número irracional foi citado explicitamente. Duas respostas referiram-se às representações dos números dando exemplos de números racionais e irracionais sem explicitação dos critérios como por exemplo: “Racionais: todos números fracionários”, “Irracionais: todos os números de raízes inexatas e números decimais não periódicos e de infinitas casas”,  “Q = (Z, dízimas periódicas simples e compostas)”, “R – Q = (dízima periódica sem período definido, 
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, e, raízes não exatas)”. Um comentário que percebemos durante a discussão dentro de um grupo: “Se eu conseguir transformar para fração é racional”.
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Na terceira questão: Existe um no real entre os nos abaixo? No caso afirmativo cite algum(ns).

Em relação aos três primeiros pares de números não houve erros com exceção de um grupo que não converteu os registros fracionários iniciais e escreveu: 
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e 
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, sem o cuidado de representar o número racional como quociente de dois números inteiros. Outro grupo que também não converteu, errou sugerindo um número na representação fracionária porém fora do intervalo dado, é o caso dos sujeitos que responderam 
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. Aqueles que converteram as representações para o registro decimal apelaram para a calculadora. Duval sugere a necessidade de reconhecer um número nas suas diferentes representações e os sujeitos identificaram
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e 0,333... 

O único par de números em que foi identificada dúvida foi em relação às representações 0,999...e  1, três grupos responderam que não há números entre eles, não identificando ambas representações como sendo a de um mesmo número. Um deles respondeu que sim colocando  0,001, e outro deixou em branco apesar de se notar uma rasura pois foi apagada a resposta não e tinha sido colocada a representação “( 1”. Parece não dar o mesmo significado para as expressões: “tende a” e “tem limite n”, e isto é reforçado por outro grupo que comentou: “O 0,999... tende a 1 mas não chega a 1”. O que já foi evidenciado por pesquisas anteriores.

A quarta questão: Considere o conjunto J = { x ( Q / 0 < x ( 
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}, (Ou seja, o conjunto J formado pelos números racionais compreendidos entre zero e raiz de dois, inclusive). a) J tem um último elemento? (Isto é, o elemento que vem exatamente antes de 
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?). b) Se sim, qual é esse elemento? Se não, por quê?

Apesar do registro algébrico ter sido convertido para o da língua natural, dois grupos responderam sim ao item a), um deles escreveu como exemplo a 
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, e o outro colocou 
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-n / n(Q, com isso talvez o aluno estivesse pensando que houvesse números racionais menores pois n é variável, mas a questão pedia o último número. Um grupo que respondeu não no item a) escreveu: “Não, porque 
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 está dentro do conjunto”. Apesar deste grupo ter escrito na linguagem natural, não percebeu que 
[image: image30.wmf]2

 não está no conjunto e, além disso, se 
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estivesse no conjunto ele próprio seria o último elemento. Um sujeito falou durante a discussão no grupo: “Antes do 
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 tem um número que não se pode achar”. Esta frase pode estar dizendo que muitas vezes o fato de não poder achar um último elemento significa a sua não existência, fato este que  já tinha sido detectado em pesquisas anteriores.

A segunda atividade contém afirmações sobre a densidade para serem classificadas em verdadeiro ou falso sendo solicitado um comentário a respeito de sua escolha.

A questão que mais apresentou respostas erradas foi: “Entre dois números irracionais existe um número racional”. Um grupo sublinhou as palavras-chave como “um único número”, “não existe”, “exatamente”, “um”, “não existe” e “um único”, talvez pela influência da representação da língua natural para o entendimento da frase, corroborada pelo comentário de um sujeito durante a resolução das questões: “Pega no Português: um número ou um único número?” Algumas justificativas: Em relação a existência de número irracional entre dois racionais “Podem existir 1, 
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e 3”, os sujeitos sabem que muitas ‘raízes’ são estereótipos de número irracional, deste modo o 
[image: image34.wmf]2

sendo um representante-padrão de irracional é escolhido para depois serem inseridos dois racionais, um menor e outro maior que ele, embora também pudessem colocar 2 ao invés de 3 para o extremo superior. E referindo-se a existência de número racional entre dois irracionais “Exemplo 
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, 2 e 
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”, o 
[image: image37.wmf]2

 aparece mais uma vez, e como este grupo decidiu pelo 2 como representante de número racional, puseram o 
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 como o outro extremo, poderiam ter colocado um número racional entre 
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 como por exemplo 1,5, mas talvez seja mais fácil achar raízes que gerem um intervalo que compreenda o 2 por exemplo 
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, do que fixar as raízes 
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para depois achar por exemplo, o 1,5 por compreendido entre eles.

Oito questões todos acertaram, são elas: “Entre dois números racionais existe um único número racional”, “Entre dois números racionais não existe número irracional”, “Entre dois números irracionais existe exatamente um número irracional”, “Entre dois números irracionais não existe número irracional”, “Entre um número racional e um irracional existe número racional”, “Entre um número irracional e um número racional existe um único número irracional”, “Entre dois números reais não existe número irracional” e “Entre dois números reais quaisquer existem infinitos números reais”.

As demais atividades propõem a discussão da existência de números entre dois dados. Nelas foram elaboradas questões para que os participantes, depois de procedimentos operacionais, obtivessem: a) números racionais entre dois racionais, b) de irracionais entre dois irracionais c) de racionais entre dois irracionais, d) de irracionais entre dois racionais, e) de racionais entre um racional e outro irracional e f) de irracionais entre um racional e outro irracional. 

Os resultados destas ainda estão sendo analisados. Entretanto pelas observações pode-se constatar que apesar do envolvimento e crescimento dos participantes, algumas dificuldades identificadas nas pesquisas ainda persistem, como por exemplo, a associação da representação infinita com irracionalidade e o número racional como sendo somente aquele que tem representação finita. 

Baseado em observações do experimento, pudemos perceber um grande empenho na resolução e entusiasmo nos momentos de discussão. Os trabalhos fluíram num clima de concentração e seriedade num ambiente sem tensões. Alguns participantes manifestaram que aprenderam muito e mudaram suas concepções a partir dos argumentos dos colegas durante as discussões.

A pesquisa se encontra na etapa da análise dos dados das demais atividades e alguns professores demonstraram a intenção de aplicar a seqüência de ensino aos seus alunos do Ensino Médio.
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